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Esercizio 1. [VEZ] Sia S un insieme.
¢s : Hom(S,S) — Hom(S, S)
f—1fof
(1) Stabile sotto quali condizioni Hom(.S,.S) e S sono equipollenti.
(2) Stabilire il minimo & € N tale che I'applicazione ¢y 5 . ) non e

suriettiva [iniettival.
(3) Sia S infinito. Stabilire se ¢g ¢ suriettiva [iniettiva].

-----

Esercizio 2. [VEZ] Sia S un insieme e k£ € N fissato. Sia Hom(S, 5)
il monoide delle funzioni da S a valori in S e Sym(.S) il sottomonoide
(gruppo) delle funzioni biiettive. Sia

¢ : Hom(S, S) — Hom(S, S)

f—f
(1) ¢ (idi)  Sym(S)?
(2) ¢y (idy) = Sym(S)?
(3) Unery @5 (idi) € Sym(S)?
(4) ¢ (Sym(S)) € Sym(S)?

Esercizio 3. |DIK] Sia f : X — X iniettiva non suriettiva. Si provi
che per ogni x € X'\ f(X) esiste una funzione h : N — X con h(0) = z.

Esercizio 4. [DIK] Sia X un insieme infinito. Dimostrare che
per ogni = € X esiste una biezione f: X — X \ {z}.

(1) Esibire esplicitamente una biezione come nell’enunciato dell’E-
sercizio 4 per X =N, Z,Q, R, C.

(2) Osservare che 'enunciato dell’Esercizio 4 ¢ equivalente alla se-
guente proposizione: per ogni singleton {x} disgiunto da X
esiste una biezione f: X — X U {x}.

(3) Lemma 1. Per ogni z € X esiste una funzione h : N — X

iniettiva tale che h(0) = x.
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(4) Lemma 2. Sia X = |J,.; C; una partizione e sia Y un sottoin-
sieme di X. Se per ognii € I h; : C; = C;NY e un’applica-
zione iniettiva, si provi che I'applicazione h : X — Y definita
da h(z) =: hi(z) per x € C; & iniettiva. Inoltre h & biettiva se
e solo se ogni h; e biettiva. In particolare osservare che se per
ogni ¢ € [ esiste una biezione h; : C; — C; NY, provare che
esiste anche una biezione h: X — Y.

(5) Dimostrare ’enunciato dell’Esercizio 4.

(6) Corollario. Per ogni insieme finito F' C X esiste una biezione
f:X—=X\F.

Esercizio 5. [DIK| Sia X e Y insiemi e siano assegnate le seguenti

partizioni
X=||x; v=||n
iel iel
con |X;| = |Y;i| per ogni i € I. Provare che X e Y sono equipollenti.
Esercizio 6. [DIK] Sia X un insieme infinito. Dimostrare che:
(1) esiste una partizione di X in insiemi numerabili, i.e.
P={X,:iel}
tale che X = U;er X; e | X;| = INJ;
(2) |X] =X x{0,1}];
(3) esiste una partizione di X tale che X = XjUXs e | X;| = | Xs| =
| X
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